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摘  要：针对线性反馈移位寄存器（LFSR）序列生成多项式的估计问题，提出了一种基于 LFSR 序列有限域

傅里叶变换（GFFT）的估计方法。首先证明了 LFSR 序列 GFFT 的非零点与 LFSR 序列生成多项式的零点之

间的对应关系，进而利用该性质实现 LFSR 序列生成多项式的快速估计，并给出了算法在误码环境下的改进

方法。仿真实验验证了算法的有效性，并对算法的计算复杂度进行了理论分析。和已有算法相比较，本文提

出的算法具有更高的计算效率。 
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LFSR sequence based on GFFT 
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Abstract: The problem addressed here is generator polynomial estimation of linear feedback shift register (LFSR) 

sequence. An algorithm based on the Galois field Fourier transform (GFFT) was proposed. The relationship between 

non-zero points in GFFT of LFSR sequence and zero points in generator polynomial of LFSR sequence was illustrat-

ed firstly. Then the generator polynomial of LFSR sequence was fast estimated based on that property, and the im-

proved method in noisy environment was proposed at last. Validity of the algorithm is verified by the simulation re-

sults, and the computational load is illustrated. The computational efficiency of the proposed algorithm is higher than 

that of the existing algorithms. 
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1  引言 

线性反馈移位寄存器（linear feedback shift 

register，LFSR）序列因其构造方便，理论成熟，

且具有良好的伪随机和自相关特性，在扩频通信、

通信加扰/加密、航天测控等领域得到了广泛的应

用[1]。目前，扩频通信中采用的扩频序列基本上都

是基于 LFSR 生成的，如 m 序列、Gold 序列等[1-3]。

同时，为了避免通信过程中数字同步的失锁，常

对通信数据进行加扰处理以有效提高数据的概率
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转换密度，数据加扰使用的伪随机序列同样由

LFSR 生成[4]。对于 LFSR 序列，其生成多项式是

一个非常重要的参数，生成多项式和初始状态可

以唯一确定 LFSR 序列，因此在非合作信号处理

领域，完成 LFSR 序列生成多项式和初相的估计

是对扩频信号进行相关干扰的基础，也是实现数

据解扰、解密的关键。 

LFSR 序列生成多项式的估计问题已有较多

研究成果[5-21]，最直接的方法主要有组合枚举的

方法[5]与基于匹配搜索的方法[6]两类，根据 LFSR

输入与输出的关系，列出齐次线性方程组，通

过搜索多项式系数，找出方程组符合最多的解，

即生成多项式系数。该类方法思路简单直接，

但枚举组合时需要进行大量的试探并验证，计

算量较大。 

参考文献[7]提出了基于 Walsh-Hadamard 变

换的估计算法，将 LFSR 序列排列成二元域上线

性方程组的系数矩阵，进而利用 Walsh-Hadamard

变换求解其生成多项式，算法要求 LFSR 抽头系

数较少。陈松等人[8]利用序列软信息，构建序列

及多项式可信度集合，通过可信度累积实现估计。

参考文献[9]提出了基于高阶统计原理的m序列本

原多项式的测定方法。算法寻找含错 m 序列的高

阶统计峰值算得本原多项式的高阶倍式，通过求

解高阶倍式的最大公约式来估计序列的本原多项

式。与基于 Walsh-Hadamard 变换的方法相比，参

考文献[8,9]不再受制于生成多项式的抽头数，但

不足之处在于计算复杂度相对较高。参考文献[10]

提出的算法与之类似，将 LFSR 序列转换为卷积

码[10]或分组码[11,12]，利用译码的纠错实现 LFSR

序列的生成多项式估计，这两种算法思路较新颖，

但算法过程都比较复杂，步骤繁琐，不易实现。 

参考文献 [14-17]利用大量数据的统计偏

差，估计生成多项式的倍式，进而利用高阶倍

式的最大公约式得到序列的生成多项式。参考

文献[18-21]同样在信源不平衡的条件下，以游程

距离和相关度等作为信源不平衡性的衡量准则，

通过比特抽取参照的多项式的不平衡性指标，判

定生成的多项式是否正确，该类方法不用事先估

计 LFSR 序列，但主要问题是算法的计算量大，

实时性较差。 

从目前的研究成果来看，LFSR 序列生成的

多项式估计着重解决的是算法的容错能力，而

对算法的实时性要求不高。但在现代电子战的

环境下，要求能够实现对通信信号的实时干扰

和信息截获，因此需要研究 LFSR 序列生成多项

式估计的快速方法。对此，本文提出了一种基

于 LFSR 序列有限域傅里叶变换（Galois field 

Fourier transform，GFFT）的估计方法，利用

LFSR 序列 GFFT 的频谱中非零点与序列生成多

项式零点的对应关系，实现 LFSR 序列生成多项

式的快速估计。 

2  LFSR 序列生成多项式估计的数学模型 

线性反馈移位寄存器的组成如图 1 所示。图 1

中各级移位寄存器的状态分别用 ia 表示， 0ia = 或

1，i 是整数。反馈线的连接状态用 ic 表示， 1ic =

表示此线接通（参加反馈）， 0ic = 表示此线断开。 

 
图 1  线性反馈移位寄存器 

设 n级移位寄存器的初始状态为 1 2 na a a− − − ，

对于任意一状态 ka ，有： 

 
1

L

k i k i
i

a c a −
=

= ∑  （1） 

其中，求和按模 2 运算，式（1）为 LFSR 序列递

推方程。 ic 的取值决定了移位寄存器的反馈连接

和序列的结构，故 ic 是 LFSR 序列一个很重要的

参量，现将它用式（2）表示： 
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 1
0 1 1( ) L L

L Lf x c c x c x c x−
−= + + + +  （2） 

其中， ( )f x 为生成多项式，也可称为特征方程或

特征多项式。 

同时，可以将反馈移位寄存器的输出序列

{ }kA a= 用多项式表示为： 

 2 2 1
0 1 2 2 2

( )
L

LA x a a x a x a x −
−

= + + + + +  （3） 

式（3）称为序列 A 的母函数。 

LFSR 序列由移位寄存器生成，即 LFSR 序列

由移位寄存器的系数及初始状态唯一确定，因此

LFSR 序列的参数估计就是估计移位寄存器系数

及其初始状态。LFSR 序列的生成多项式估计可以

转化为如下问题：求解线性递归序列的阶数及递

归关系。 

设已知 LFSR 序列片段为 , 0,1, , ,ia i n= ，

则由式（1）可得如下线性方程组： 

 

0 1 1

11 2 1

11 2 2

0

1

lL L

lL L

L L L L

ca a a a
ca a a a

ca a a a

−

−+

+ +

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⋅ =
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （4） 

求解式（4）所示的方程组就可以获得序列的

生成多项式，因此式（4）为 LFSR 序列生成多项

式估计的线性方程组模型。 

事实上，对于所有的无限长LFSR序列，有[22]： 

 ( ) ( ) ( )f x A x h x=  （5） 

其中， ( )h x 为次数低于 ( )f x 的多项式。当 ( )f x 确

定时， ( )h x 仅由初始状态决定，因此 ( )h x 称为初

始状态多项式。 

3  LFSR 序列的有限域傅里叶变换及其性质 

在信号处理中，有限长序列 ( ), 0,1, ,x n n =  

1N − 的有限域傅里叶变换（DFFT）可以表

示为 [22]： 

 
2π1 j

0
( ) ( )e

N nk
N

n
X k x n

− −

=

= ∑  （6） 

其中，
2πj

e N
−

为 1 在复数域的 N 次根。因此，GFFT

可以看作有限序列在 1 的 N 次根上的分解。 

根据以上对傅里叶变换的理解，在有限域

GF(2 )m 中只要存在 1 的 N 次根，就存在从 ( )x n

到 ( )X k 的变换，等同于 GFFT。然而，在有限

域上这个条件是满足的，而且对于长度为 12m− 的

二进制向量在 GF(2 )m 上变换可以写为如下变换

形式[22]： 

 正变换：
1

0
( ) ( )

N
nk

n
X k x n α

−

=

= ∑  （7） 

 反变换：
1

0
( ) ( )

N
nk

k
x n X k α

−
−

=

= ∑  （8） 

其中， α为对应域上的本原元。 

与复数域的傅里叶变换类似，有限域的傅

里叶变换具有线性性、正交性、相关特性、周

期性、对称性、循环卷积特性、抽样性、位移

特性等[22]。 

LFSR 序列是一种特殊的有限域序列，本文还

证明了其有限域的傅里叶变换还存在两条重要性

质，利用这些性质可实现 LFSR 序列生成多项式

的快速估计。 

性质 1  LFSR 序列 GFFT 的非零点对应序列

生成多项式的零点。 

证明：对于线性反馈移位寄存器序列对应的

母函数 ( )A x 、生成多项式 ( )f x 、初始状态多项

式 ( )h x ，存在如下关系： 

 ( )( )
( )

h xA x
f x

=  （9） 

其中， ( )A x 为无穷序列对应的多项式，而要分

析的是移位寄存器序列的一个周期，该周期

对应的多项式用 ( )A x 表示。下面就求 ( )A x 的

计算式。  

式（9）可以写为： 

 ( ) ( ) 1( )
( ) 1 ( )

P

P

h x h x xA x
f x x f x

+
= = ⋅

+
 （10） 
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令 ' 1( ) ( )
( )

PxA x h x
f x
+

= ⋅ ，则： 

 ( )

'

' 2

' ' 2 '

( )( )
1

( ) 1

( ) ( ) ( )

l

l l

P P

A xA x
x

A x x x

A x x A x x A x

=
+

= + + +

= + + +

 （11） 

由此可见， ' ( )A x 就是要求的移位寄存器序列

的主周期对应的多项式，即： 

 ' 1( ) ( ) ( )
( )

PxA x A x h x
f x
+

= = ⋅  （12） 

令 ( ) 0A x = ，得： 

 1( ) 0
( )

Pxh x
f x
+

⋅ =  （13） 

其中，1 Px+ 有 P 个根，且这些根对应域GF(2 )m 上

0 除外的所有元素。 
对于 m 序列的生成多项式 ( )f x ，有 n 个零点

且与 ( )h x 无共同零点，所以方程 ( ) 0A x = 有

(2 1 )n n− − 个根；对于Gold序列生成多项式 ( )f x ，

有 2n 个零点且与 ( )h x 无共同零点，所以 ( ) 0A x =

有 (2 1 2 )n n− − 个根。 

至此，性质 1 证毕。 

性质 2  对一个周期的 LFSR 序列进行循环

移位，其 GFFT 的非零点不变。 

证明：一个周期的 LFSR 序列平移序列仍然

为 LFSR 序列，而且生成多项式相同。根据性质 1

及其证明可知，生成多项式相同的序列具有相同

的 GFFT 非零点位置，因此 LFSR 序列的 GFFT

对原序列具有平移保持性。 

至此，性质 2 证毕。 

4  基于GFFT的LFSR序列生成多项式估计 

根据性质 1 的证明可知，序列 GFFT 的非零

点对应生成多项式的零点。设周期为 P 的 LFSR

序列 A 的 GFFT 有 m 个零点，其位置分别为

, 1,2, ,ip i m= ，则生成多项式在域GF(2 )m 中可

写为如下形式： 

 ( )
1

( ) i

m
p

i

f x x α
=

= −∏  （14） 

其中， α为域GF(2 )m 的本原元。 

若令 , 0,1, ,ic i m= 为 LFSR 序列生成多项式

系数，则有： 

 ( )
0 1

( ) i

mm
pi

i
i i

f x c x x α
= =

= = −∑ ∏  （15） 

由此可得： 

 

0
1

1
1

1

i

i

m
p

i

m
p

m
i

m

c α

c α

c

=

−
=

=

=

=

∏

∑
 （16） 

即 ic 为式（15）展开后 ix 的系数。 

根据式（15）求得的 ( )f x ，且已知 ( )A x =  

1( )
( )

Pxh x
f x
+

⋅ ，则有： 

 ( )( ) ( )
1 P

f xh x A x
x

= ⋅
+

 （17） 

由此可得，利用 GFFT 求 LFSR 序列生成多

项式的算法如下（简称算法 1）。 

输入：LFSR 序列的一个周期 A。 
输出：序列生成多项式 ( )f x 和初始相位 ( )h x 。 

步骤1  计算序列 A的有限域GFFT，记为G。 
步骤 2  获取 G 的非零点位置，记为 ,iα i =  

1,2, ,m ，m 为非零点个数。 

步骤 3  根据式（15）和式（16）求生成多

项式 ( )f x 。 

步骤 4  根据式（17）求序列初始状态多项式。 

当 LFSR 序列中存在有限个误码时，序列的

GFFT 同时包含了LFSR 序列与误码的信息，因此可

以通过序列GFFT 求得误码，然后再求生成多项式。 

设序列中含有 Q 个误码，其位置对应为

, 1, ,iq i Q= 。对于无误码 LFSR 序列 GFFT 为零

的点，设为 kX ，则有： 
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1

i

Q
kq

k
i

X α
=

= ∑  （18） 

估计误码的问题可以转化为已知 kX ，求误码

数 Q 及其位置 iq 。 

当仅有一个误码时，有： 

 kq
kX α=  （19） 

对式（19）两边取对数有： 

 ( )lg kX kq=  （20） 

则： 

 
( )lg kX

q
k

=  （21） 

当存在多个误码时，可得如下方程组： 

 
1

, 1, , ,j i

j

Q
k q

k
i

X α j Q
=

= =∑  （22） 

上述方程组能够做如下转换： 

 
1 1

, 1, , ,j i

j j

Q Q
k q

k i k i
i i

X α σ X j Q−
= =

= = =∑ ∑  （23） 

其中， iσ 为位置多项式系数，即： 

 ( ) 2
1 2( ) 1 1i

i I

σ x α x σ x σ x
∈

= − = + + +∏  （24） 

其中，I 表示原序列中不为零元素的位置集合。 

由此可见，只要在频域求得了 iσ 就可实现误码

位置的估计，因此误码估计可以等效为在频域上的

序列综合。在频域上可以将生成多项式的根视为误

码，当误码数小于生成多项式阶数时，首先在频域

上完成序列综合，估计误码位置，然后估计原序列

的生成多项式。当频域存在误码（原序列生成多项

式根的位置）时，其序列综合仍较困难，此处考虑

通过有限域方程组的求解完成频域的序列综合。 

频域方程组表示为： 

0 1 1

11 2 1

11 2 2

0

1

KK K

KK K

K K K K

σX X X X
σX X X X

σX X X X

−

−+

+ +

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⋅ =
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （25） 

其中，K 为大于误码数的一个整数，因为误码数

事先未知，因此 K 可以预设一个较大的值。需要

注意的是，频域方程组对应的域与原序列对应的

域有所不同。 

总结以上分析可得，误码环境下基于 GFFT 求

解 LFSR 序列生成多项式的算法如下（简称算法 2）。 

输入：含有误码的一个完整周期LFSR 序列 A。 

输出：误码位置 Q，序列的生成多项式系数 F。 

步骤 1  计算序列 A的 GFFT，记为 G。 

步骤 2  将 G 排列为式（25）所示方程组。 

步骤 3  依次求方程组系数矩阵的秩。 

步骤 4  获得秩的最小值，求解一个对应的方

程组，其解记为 iσ 。 

步骤 5  根据式（23）求得误码位置为 Q。 

步骤 6  改变 A中对应误码位置的值，得到序

列 'A 。 

步骤 7  计算 'A 的 GFFT，并根据算法 1 估计

生成多项式和初始相位。 

5  算法仿真实验 

以生成多项式阶数为 8 的 m 序列为对象进行

仿真分析，其生成多项式为 2 3( ) 1f x x x= + + +  
4 8x x+ ，当序列中不存在误码时，其 GFFT 如图 2

所示。由图 2 可以看出，序列GFFT 中共有 8 个非零

点，获取其位置并利用式（15）和式（16）求解其生

成多项式，可得 2 3 4 8( ) 1f x x x x x= + + + + ，算法估

计正确。  

 
图 2  无误码时 255 长度 LFSR 序列的 GFFT  
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当序列中存在误码时，设误码率为 2%，此时

序列的 GFFT 如图 3 所示，利用算法 2 构建频域

上的线性方程组，其方程组秩的分布情况如图 4

所示。从图 4 中可以看出，方程组秩的最小值稳

定为 4，可知序列中含有 4 个误码。选择其中一个

秩为 4 的方程组并求解，可得误码位置分别为 32、

93、189、242。将序列中的误码进行纠正，并利

用算法 1 估计序列的生成多项式即可。 

 
图 3  含误码时 255 长度 LFSR 序列的 GFFT 

 
图 4  频域线性方程组秩的分布 

LFSR 序列生成多项式估计问题的研究成果

较多，最著名的是 Berlekamp-Massey 算法（BM

算 法 ） [23] ， 而 计 算 效 率 较 高 的 是 基 于

Walsh-Hadmard 变换算法[7]，下面分别分析本文算

法与上述两种算法的计算复杂度。设生成多项式

的最高次数为 L，LFSR 序列长度为 N，BM 算法

估计生成多项式的计算量为 ( )2O N ，利用沃尔什

变换求解生成多项式的计算量主要集中在两部

分：一是将方程组系数矩阵中的行向量用十进制

数表示；二是计算沃尔什谱，总的计算量为

( )( )l b 1N N N L L+ − + 。而本文算法的计算量主

要集中在 GFFT 的计算上，其计算量为 l bN N ，

由非零点计算生成多项式的计算量为 2L ，所以算

法的计算量为 2l bN N L+ 。 
3 种算法在估计不同长度序列生成多项式时

所需的计算量如图 5 所示。从图 5 中可以看出，

本文算法计算量低于 BM 算法和 Walsh-Hadamard

变换算法，算法计算效率得到进一步提高。 

 
图 5  本文算法与BM算法和Walsh-Hadamard算法计算量的比较 

6  结束语 

本文针对LFSR序列的生成多项式估计问题，

提出了一种基于 LFSR 序列 GFFT 的估计方法。

本文首先证明了 LFSR 序列 GFFT 中的非零点对

应着序列生成多项式的零点，利用这一性质从

GFFT 中获取序列生成多项式的零点，进而得到

LFSR 序列的生成多项式，实现 LFSR 序列生成多

项式的快速估计，并给出了算法在误码环境下的

改进方法。仿真结果表明算法有效可行，且计算

效率优于文献中已有算法。 
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